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Ââåäåíèå.
Äàííîå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå âêëþ÷àåò ìèíèìóì ââîäíîãî êóð-
ñà ïî ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî è åå ïðèìåíåíèþ â ñïåöèàëüíîé òåîðèè
îòíîñèòåëüíîñòè (ÑÒÎ). Îíî ïðåäíàçíà÷åíî äëß ñòóäåíòîâ ìàòåìàòèêîâ
ñòàðøèõ êóðñîâ óíèâåðñèòåòîâ, ìàãèñòðàíòîâ è ðàññ÷èòàíî íà 16 ÷àñîâ
ëåêöèé, 20 ÷àñîâ ïðàêòè÷åñêèõ çàíßòèé è 36 ÷àñîâ ñàìîñòîßòåëüíîé ðàáî-
òû. Àâòîð ñòðåìèëñß äàòü ßñíîå èçëîæåíèå íà÷àë ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêî-
ãî ïî âîçìîæíîñòè áåñêîîðäèíàòíûì ìåòîäîì, îõâàòèâ áåñêîíå÷íîìåðíûé
ñëó÷àé. Èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïßòè ìîäåëåé ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî áî-
ëåå ïîäðîáíî èçó÷àåòñß ìîäåëü ÁåëüòðàìèÊëåéíà. Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî
ýòà ìîäåëü äîñòàòî÷íî íàãëßäíàß, äàåò âîçìîæíîñòü áûñòðî èçëîæèòü îñ-
íîâíûå íà÷àëüíûå ôàêòû è äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷èòü âî âòîðîé ÷àñòè
ïîñîáèß îñíîâíûå ïðèìåíåíèß ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî â ÑÒÎ. Âñå çàäà÷è
â ïîñîáèè ñëóæàò äëß êîíòðîëß ïðàâèëüíîãî óñâîåíèß îñíîâíûõ ïîíßòèé.
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1. Îïðåäåëåíèå ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Ìåòðèêà
ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Áåëüòðàìè-Êëåéíà.
Ïóñòü E  ïîëíîå, ñåïàðàáåëüíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì
âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ðàçìåðíîñòè dim E > 1 è B(O, 1) ⊂ E ( S(O, 1)) 
îòêðûòûé øàð (ñôåðà) ñ öåíòðîì â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå O ∈ E ðàäèóñà
1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |xy|  ðàññòîßíèå ìåæäó òî÷êàìè x, y ∈ E è ÷åðåç
L[x, u) ⊂ E  ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå x, ñîäåðæàùèé òî÷êó u 6= x.
Ìíîæåñòâî Λ íàçûâàåòñß ïðîñòðàíñòâîì Ëîáà÷åâñêîãî íàä ïîëåì
R, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå pi : Λ→ B(O, 1), ÷òî âûïîëíßþòñß
ñëåäóþùèå óñëîâèß (àêñèîìû) :
1. pi  áèåêöèß.
2. Ëþáîé ïàðå ýëåìåíòîâ x, y ∈ Λ ñîïîñòàâëßåòñß ÷èñëî ρ(x, y) ∈ R
òàêîå, ÷òî
ρ(x, x) = 0 è ïðè x 6= y ρ(x, y) = k
2
ln
|pi(x)v||pi(y)u|
|pi(x)u||pi(y)v| ,
ãäå v (u)  òî÷êà ïåðåñå÷åíèß ëó÷à L[pi(x), pi(y)) (L[pi(y), pi(x))) ñî ñôåðîé
S(O, 1), k > 0  êîíñòàíòà.
Ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî íàçûâàåòñß ðàçìåðíîñòü E,
ò.å. dim Λ = dim E.
Ýëåìåíòû Λ íàçûâàþòñß òî÷êàìè èëè ë-òî÷êàìè, êîãäà íåîáõîäèìî
îòëè÷àòü èõ îò òî÷åê åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Îòðåçîê (ë-îòðåçîê) â Λ åñòü ïîëíûé ïðîîáðàç åâêëèäîâà îòðåçêà èç
B(O, 1) ïðè îòîáðàæåíèè pi.
Ïðßìàß (ë-ïðßìàß) â Λ åñòü ïîëíûé ïðîîáðàç õîðäû èç B(O, 1) ïðè
îòîáðàæåíèè pi.
Ïðè Λ = B(O, 1), pi = id ìû ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìóþ ìîäåëü
ÁåëüòðàìèÊëåéíà ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî.
Òåîðåìà 1. (Λ, ρ)  ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ãåîäåçè÷åñêèå ñåã-
ìåíòû â êîòîðîì åñòü îòðåçêè.
 Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïîñëå òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà íóæíî èñïîëüçîâàòü pi â êà÷åñòâå
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èçîìåòðèè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî íà ìîäåëü Áåëüòðàìè
Êëåéíà.
Ïðîâåðèì àêñèîìû ìåòðèêè. Ïóñòü x, y ∈ B(O, 1), x 6= y. Òîãäà
|xv||yu|
|xu||yv| =
(|xy|+ |yv|)(|yx|+ |xu|)
|yv||xu| > 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(x, y) > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî äëß ëþáûõ x, y ∈ B(O, 1)
ρ(x, y) = ρ(y, x).
Ïóñòü òî÷êà z ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [x, y] ⊂ B(O, 1). Òîãäà â ñëó÷àå
z /∈ {x, y}
|xv||yu|
|xu||yv| =
|xv||zu||zv||yu|
|xu||zv||zu||yv| .
Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(x, y) = ρ(x, z) + ρ(z, y). Ïóñòü òî÷êè x, y, z ∈ B(O, 1)
íå ïðèíàäëåæàò îäíîìó îòðåçêó. Ïîñòðîèì òî÷êè
{v} = L[x, y)∩ S(O, 1), {u} = L[y, x)∩ S(O, 1), {s} = L[y, z)∩ S(O, 1),
{t} = L[z, y) ∩ S(O, 1), {m} = L[x, z) ∩ S(O, 1), {l} = L[z, x) ∩ S(O, 1),
{q} = [s, l] ∩ [u, v], {h} = [m, t] ∩ [u, v],
{p} = P [l, s] ∩ P [t,m], {w} = P [p, z] ∩ [u, v],
ãäå P [l, s]  ïðßìàß, ïðîõîäßùàß ÷åðåç òî÷êè l è s, à p ìîæåò áûòü íåñîá-
ñòâåííîé òî÷êîé â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîñòè ïðßìûõ P [l, s] è P [t,m].
Ìû ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà w ∈ [x, y]\{x, y}, ïîñêîëüêó äðóãèå ñëó÷àè
òðèâèàëüíû èëè àíàëîãè÷íû.
|xv||yu|
|xu||yv| =
|xv||wu||wv||yu|
|wv||xu||yv||wu| <
|xh||wq||wh||yq|
|wh||xq||yh||wq| =
|xm||zl||zt||ys|
|zm||xl||yt||zs| ,
òàê êàê, íàïðèìåð,
|xv|
|wv| =
|xh|+ |hv|
|wh|+ |hv| <
|xh|
|wh|
è îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà àíàëîãè÷íû, à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç
èíâàðèàíòíîñòè ñëîæíîãî îòíîøåíèß ÷åòûðåõ òî÷åê ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
èç òî÷êè p íà ïðßìûå P [l,m] è P [s, t] ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(x, y) < ρ(x, z) + ρ(z, y). Òàêèì îáðàçîì, (Λ, ρ)  ìåò-
ðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
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Ïîä ãåîäåçè÷åñêèì ñåãìåíòîì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîíèìàåòñß
êðèâàß, äëèíà êîòîðîé ðàâíà ðàññòîßíèþ ìåæäó åå êîíöàìè (ïîäðîáíîñòè
ñì. â [1], c. 42).
Ïîñëå äîêàçàííûõ ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ ßñíî, ÷òî îòðåçêè ßâëßþòñß
ãåîäåçè÷åñêèìè ñåãìåíòàìè.
Èç ïîñëåäíåãî ñòðîãîãî íåðàâåíñòâà è îïðåäåëåíèß ãåîäåçè÷åñêîãî ñåã-
ìåíòà ñëåäóåò, ÷òî êðîìå îòðåçêîâ äðóãèõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ â (Λ, ρ)
íåò. 
Â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà ìû áóäåì çàäàâàòü òî÷êè èõ ðàäèóñ-
âåêòîðàìè îòíîñèòåëüíî òî÷êè O è îáîçíà÷àòü ýòè ðàäèóñ-âåêòîðû òàêæå,
êàê è òî÷êè. Òî÷êå O ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ðàäèóñ-âåêòîð 0.
Â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà ïîëó÷èì äðóãóþ ôîðìóëó äëß ìåòðèêè,
èçáàâèâøèñü îò òî÷åê u, v, ïðèíàäëåæàùèõ òàê íàçûâàåìîìó àáñîëþòó
S(0, 1) ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî Λ = B(0, 1).
Òåîðåìà 2. Â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà èìååò ìåñòî ôîðìóëà
ρ(x, y) = kArch
1− (x, y)√
1− x2
√
1− y2 ,
ãäå (x, y)  ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ òî÷åê x, y ∈
B(0, 1) è x2  ñêàëßðíûé êâàäðàò ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè x.
 Ïðåäñòàâèì u, v ∈ S(0, 1) â ñëåäóþùåì âèäå
v = x+ λ1(y − x), λ1 > 1, u = x+ λ2(y − x), λ2 < 0.
Ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðàçëè÷íûõ x, y ∈ B(0, 1) ÷èñëà λ1, λ2 ßâëßþòñß êîð-
íßìè óðàâíåíèß
λ2(y − x)2 + 2λ(x, y − x) + x2 − 1 = 0.
Îòêóäà íàéäåì
λ1,2 =
(x, x− y)±√∆
(y − x)2 ,
ãäå ∆ = (x, y − x)2 + (1 − x2)(y − x)2 = A2 − B, A = 1 − (x, y), B =
(1− x2)(1− y2). Êðîìå òîãî,
|x− v||y − u|
|x− u||y − v| =
λ1(1− λ2)
λ2(1− λ1) =
((x, x− y) +√∆)((y, y − x) +√∆)
((x, y − x) +√∆)((y, x− y) +√∆) =
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[((x, x− y) +√∆)((y, y − x) +√∆)]2
(1− x2)(1− y2)(y − x)4 =
(A+
√
∆)2
B
.
Ñëåäîâàòåëüíî,
ρ(x, y) = k ln
 A√
B
+
√(
A√
B
)2
− 1
 = kArch A√
B
, 
Ñëåäñòâèå 1. Â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà äëß ëþáûõ x, y ∈ B(0, 1)
èìåþò ìåñòî ôîðìóëû
ρ(x, y) =
k
2
ln
A+
√
∆
A−√∆ = kArth
√
∆
A
,
ρ(0, y) =
k
2
ln
1 + |y|
1− |y| = kArth |y| = kArch
1√
1− y2 , |y| = th
ρ(0, y)
k
.
Çàäà÷è.
1. Ïðîèçâåñòè âñå âû÷èñëåíèß â òåîðåìàõ 1, 2 è ñëåäñòâèè 1.
2. Äîêàçàòü, ÷òî â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà äëß ëþáûõ x, y ∈ B(0, r)
èìåþò ìåñòî ôîðìóëû
ρ˜(x, y) =
k
2
ln
A+
√
∆
A−√∆ = kArth
√
∆
A
,
ρ˜(0, y) =
k
2
ln
r + |y|
r − |y| = kArth
|y|
r
= kArch
r√
r2 − y2 , |y| = rth
ρ(0, y)
k
,
ãäå ∆ = A2 −B, A = r2 − (x, y), B = (r2 − x2)(r2 − y2).
2. Äâèæåíèß ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî.
Äâèæåíèåì ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî íàçûâàåòñß èçîìåòðèß ïðî-
ñòðàíñòâà (Λ, ρ) íà ñåáß, ò.å. òàêàß ñþðúåêöèß f : (Λ, ρ) → (Λ, ρ), äëß
ëþáûõ x, y ∈ Λ
ρ(f(x), f(y)) = ρ(x, y).
Ãðóïïà âñåõ äâèæåíèé Iso(Λ) ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, î÷åâèäíî, èçî-
ìîðôíà ãðóïïå âñåõ äâèæåíèé Iso(B(0, 1)) ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà.
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×òî ïðîèçîéäåò, åñëè â îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî èçìå-
íèòü ðàäèóñ øàðà? Îêàçûâàåòñß ïîëó÷èòñß èçîìåòðè÷íîå èñõîäíîìó ïðî-
ñòðàíñòâî Ëîáà÷åâñêîãî.
Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé ëåììû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé òàêæå
ïî÷òè î÷åâèäíî.
Ëåììà 1. Îòîáðàæåíèå
χ : (B(0, 1), ρ)→ (B(0, r), ρ˜), χ(x) = rx
äëß êàæäîãî r > 0 ßâëßåòñß èçîìåòðèåé, åñëè äëß ëþáûõ x, y ∈ B(0, r)
ρ˜(x, y) = kArch
r2 − (x, y)√
r2 − x2
√
r2 − y2 .
Âûßñíèì, êàêîé âèä èìååò ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå â ìîäåëè Áåëüòðàìè
Êëåéíà.
Òåîðåìà 1. Â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå
åñòü îãðàíè÷åíèå íà îòêðûòûé øàð B(0, 1) ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèß åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E, ñîõðàíßþùåãî B(0, 1).
 Ïóñòü f ∈ Iso(B(0, 1)) è z ∈ [x, y] ⊂ B(0, 1). Òîãäà ρ(x, z) + ρ(z, y) =
ρ(x, y).
Ñëåäîâàòåëüíî, f(z) ∈ [f(x), f(y)]. Êðîìå òîãî, f ñîõðàíßåò ñëîæíîå
îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê ñïåöèàëüíîãî âèäà
|f(x)vˆ||f(y)uˆ|
|f(x)uˆ||f(y)vˆ| =
|xv||yu|
|xu||yv| ,
ãäå {vˆ} = L[f(x), f(y)) ∩ S(O, 1), {uˆ} = L[f(y), f(x)) ∩ S(O, 1). Îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî f ñîõðàíßåò ïðîèçâîëüíîå ñëîæíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî-
÷åê.
Íåòðóäíî ïîíßòü, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f ñîõðàíßåò ñëîæíîå
îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê âèäà u1 ∈ [u, x]\{u}, x, y è v. Èç ïðåäûäóùåãî
ñâîéñòâà ïîëó÷èì
|f(u1)vˆ||f(x)uˆ|
|f(u1)uˆ||f(x)vˆ| =
|u1v||xu|
|u1u||xv| .
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Òîãäà
|f(x)vˆ||f(y)f(u1)|
|f(x)f(u1)||f(y)vˆ| =
1− |f(y)uˆ||f(u1)vˆ||f(y)vˆ||f(u1)uˆ|
1− |f(u1)vˆ||f(x)uˆ||f(u1)uˆ||f(x)vˆ|
=
1− |yu||u1v||yv||u1u|
1− |u1v||xu||u1u||xv|
=
|xv||yu1|
|xu1||yv| .
Ïóñòü e  ôèêñèðîâàííûé åäèíè÷íûé âåêòîð èç àññîöèèðîâàííîãî äëß E
åâêëèäîâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà E.
Ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ B(0, 1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ôîðìå x = x1e+ x2, ãäå x1 = (x, e) è x2 = x− x1e.
Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð a = pe, ãäå p = |a| < 1, â ìîäå-
ëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà íàçûâàåòñß ïðåîáðàçîâàíèå ga : B(0, 1) → B(0, 1),
èìååþùåå âèä
xˆ1 =
x1 + p
1 + px1
, xˆ2 =
x2
√
1− p2
1 + px1
.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü ïàðàëëåëüíûé ïå-
ðåíîñ íà âåêòîð (−a), ò.å. èìååò âèä
g−1a = g−a : x1 =
xˆ1 − p
1− pxˆ1 , x2 =
xˆ2
√
1− p2
1− pxˆ1 .
1. Ïàðàëåëüíûé ïåðåíîñ ßâëßåòñß äâèæåíèåì.
 Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ga  áèåêöèß. Íåòðóäíî íåïîñðåäñòâåííî ïðî-
âåðèòü, ÷òî äëß ëþáûõ x, y ∈ B(0, 1) ρ(ga(x), ga(y)) = ρ(x, y).
Åùå ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñß òåîðåìîé 1. Èç âèäà áèåêöèè ga ñëåäóåò,
÷òî ýòî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå. À èç ðàâåíñòâ
1−(xˆ1)2−(xˆ2)2 = (1 + px1)
2 − (x1 + p)2 − (1− p2)x22
(1 + px1)2
=
(1− p2)(1− x21 − x22)
(1 + px1)2
ñëåäóåò, ÷òî ýòî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíßåò îòêðûòûé øàð
B(0, 1). 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2. Â îäíîðîäíûõ êîìïîíåíòàõ x1 = X1/Z, x2 = X2/Z ïàðàëëeëüíûé
ïåðåíîñ ga, î÷åâèäíî, èìååò âèä
λXˆ1 = X1 + pZ, λXˆ2 = X2
√
1− p2, λZˆ = pX1 + Z.
Òåîðåìà 2. Â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèß.
(i) f ∈ Iso(B(0, 1)) è f(0) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(0) = 0 è
f  îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
(ii) Ëþáîå äâèæåíèå f ∈ Iso(B(0, 1)) èìååò âèä f = gf(0) ◦U , ãäå U 
îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå.
 (i) Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 1 è ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ è èì-
ïëèêàöèé
ρ(f(0), f(x)) = ρ(0, x) = ρ(0, f(x))⇔ kArth |f(x)| = kArth |x| ⇔ |f(x)| = |x|.
(ii) Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç (i) è ñëåäóþùåé èìïëèêàöèè
U(x) = g−1f(0)(f(x))⇒ U(0) = 0.
Ëåììà 2. Â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî ëþáîå
äâèæåíèå èìååò âèä
xˆ =
ax+ by + c
px+ qy + r
, yˆ =
lx+my + n
px+ qy + r
,
ãäå âåùåñòâåííûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì
a2 + l2 − p2 = b2 +m2 − q2 = −c2 − n2 + r2 = 1,
ab+ lm− pq = ac+ ln− pr = bc+mn− qr = 0.
 Ïîäñ÷èòàåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
(xˆ)2 + (yˆ)2 − 1 = V
(px+ qy + r)2
, ãäå
V = (a2 + l2 − p2)x2 + (b2 +m2 − q2)y2+
c2 + n2 − r2 + 2(ab+ lm− pq)xy + 2(ac+ ln− pr)x+ 2(bc+mn− qr)y.
Èç óñëîâèß ñîõðàíåíèß S(0, 1) ïîëó÷èì
(xˆ)2 + (yˆ)2 − 1 = (x
2 + y2 − 1)(a2 + l2 − p2)
(px+ qy + r)2
.
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Ëåâàß è ïðàâàß ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà äîëæíû áûòü ìåíüøå íóëß. Ñëåäî-
âàòåëüíî, h = a2 + l2 − p2 > 0.
Ïîëàãàß h = s2 è äåëß âñå êîýôôèöèåíòû íà s, ïîëó÷èì òðåáóåìûå
óñëîâèß. 
Çàäà÷è.
1. Ïðîèçâåñòè âñå âû÷èñëåíèß â òåîðåìå 1 è ëåììå 1.
3. Ýëåìåíòàðíàß ãåîìåòðèß â ìîäåëè Áåëüòðàìè-Êëåéíà
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ïàðàëëåëüíûå è ðàñõîäßùèåñß
ïðßìûå. Âåëè÷èíà óãëà. Óãîë ïàðàëëåëüíîñòè. Äåôåêò è
èçáûòîê òðåóãîëüíèêà. Òåîðåìà Ïèôàãîðà. Ôîðìóëà
Ëîáà÷åâñêîãî. Òåîðåìû ñèíóñîâ, êîñèíóñîâ è äâîéñòâåííàß
òåîðåìà êîñèíóñîâ. Òåîðåìà î áèññåêòðèñå. Äëèíû ñðåäíåé
ëèíèè è ìåäèàíû, òî÷êà ïåðåñå÷åíèß ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå.
Èñïîëüçóåì ìîäåëü ÁåëüòðàìèÊëåéíà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, ò.å.
n = dim Λ = 2.
Âåëè÷èíà ë-óãëà åñòü âåëè÷èíà åâêëèäîâà óãëà, ë-ïàðàëëåëüíî ïåðå-
íåñåííîãî òàê, ÷òîáû åãî âåðøèíà ïåðåøëà â öåíòð êðóãà 0.
Óãëîâûì äåôåêòîì èëè äåôåêòîì ë-ìíîãîóãîëüíèêà M íàçû-
âàåòñß ÷èñëî
σ(M) = (n− 2)pi − (α1 + . . .+ αn),
ãäå α1, . . . , αn  âåëè÷èíû âíóòðåííèõ ë-óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêà.
Àáñîëþòíûì èçáûòêîì ë-òðåóãîëüíèêà T íàçûâàåòñß ÷èñëî
δ(T ) = −σ(T ) = α + β + γ − pi.
Äîêàæåì ñíà÷àëà òåîðåìó Ïèôàãîðà.
Òåîðåìà 1. Äëß ïðßìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíóçîé cl è êà-
òåòàìè al, bl èìååò ìåñòî ôîðìóëà
ch
cl
k
= ch
al
k
ch
bl
k
.
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 Ðàñïîëîæèì òðåóãîëüíèê òàê, ÷òîáû åãî âåðøèíà, ïðîòèâîëåæàùàß ãè-
ïîòåíóçå, íàõîäèëàñü â öåíòðå êðóãà. Òîãäà
al = kArch
1√
1− a2 , bl = kArch
1√
1− b2 , cl = kArch
1√
1− a2√1− b2 .
Ïóñòü òî÷êà z ∈ B(0, 1) íå ïðèíàäëåæèò ë-ïðßìîé P [x, y]. Ë-ëó÷ L[z, a)
íàçûâàåòñß ë-ïàðàëëåëüíûì ë-ëó÷ó L[x, y), åñëè
L[z, a) ∩ S(0, 1) = L[x, y) ∩ S(0, 1).
Ïðßìûå P [z, a] è P [x, y] íàçûâàþòñß â ýòîì ñëó÷àå ïàðàëëåëüíûìè.
Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç òî÷êó âíå äàííîé ë-ïðßìîé â ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî ïðîõîäßò òî÷íî äâå ïðßìûå, ë-ïàðàëëåëüíûå äàí-
íîé ë-ïðßìîé.
Ïðîâåäåì èç òî÷êè z ë-ïåðïåíäèêóëßð P [z, b] ê ë-ïðßìîé P [x, y]. Ë-
óãîë (è åãî âåëè÷èíà) ìåæäó ë-ëó÷àìè L[z, a) è L[z, b) íàçûâàåòñß óãëîì
ïàðàëëåëüíîñòè.
Äâå ë-ïðßìûå â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî íàçûâàþòñß ðàñõîäßùèìè-
ñß èëè ñâåðõïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñß è íå ßâëßþòñß
ë-ïàðàëëåëüíûìè.
Òåîðåìà 2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû Ëîáà÷åâñêîãî
αl = 2 arctg e
−xlk cos αl = th
xl
k
,
ãäå αl  óãîë ïàðàëëåëüíîñòè, xl  äëèíà ïåðïåíäèêóëßðà, ïðîâåäåííîãî
èç òî÷êè âíå ïðßìîé ê ýòîé ïðßìîé. Ïðè ýòîì ïåðâàß ôóíêöèß íàçûâà-
åòñß ôóíêöèåé Ëîáà÷åâñêîãî.
 Åñëè îäíà ë-ïðßìàß ñîäåðæèò öåíòð øàðà, òî â ñèëó ñîõðàíåíèß
ïåðïåíäèêóëßðíîñòè ïðè ë-ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå âäîëü ýòîé ë-ïðßìîé
å-ïåðïåíäèêóëßðíàß åé ë-ïðßìàß áóäåò è ë-ïåðïåíäèêóëßðíîé. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè n = 2 è a =< p; 0 >
ga(< 0; 0 >) =< p; 0 >, ga(< 0; 1 >) =< p;
√
1− p2 > .
Ïîìåñòèâ âåðøèíó óãëà ïàðàëåëëüíîñòè â öåíòð êðóãà, ïîëó÷èì
cos αl = cos α = x = th
xl
k
,
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ãäå x  åâêëèäîâà äëèíà ïåðïåíäèêóëßðà. Çàïèøåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî
â âèäå
1− tg2αl2
1 + tg2αl2
=
1− e− 2xlk
1 + e−
2xl
k
,
îòêóäà è ñëåäóåò ïåðâàß ôîðìóëà. 
Äëß óïðîùåíèß îáîçíà÷åíèé âñþäó â îñòàëüíûõ ôîðìóëàõ ïîëîæèì
k = 1.
Òåîðåìà 3. Âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß â ïëàíèìåòðèè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî.
(i) Òåîðåìà ñèíóñîâ :
sh al
sin αl
=
sh bl
sin βl
=
sh cl
sin γl
.
(ii) Òåîðåìà êîñèíóñîâ :
ch cl = ch al ch bl − sh al sh bl cos γl.
(iii) Äâîéñòâåííàß òåîðåìà êîñèíóñîâ :
cos γl = −cos αl cos βl + sin αl sin βl ch cl.
Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà âñåõ ïîäîáèé ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ñîâïà-
äàåò ñ ãðóïïîé âñåõ äâèæåíèé ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.
(iv) Äëèíà ìåäèàíû ml, ïðîâåäåííîé ê ñòîðîíå cl.
ch ml =
ch al + ch bl
2 ch cl2
.
(v) Äëèíà ñðåäíåé ëèíèè dl, ïðîâåäåííîé ê ñòîðîíàì al è bl.
ch dl =
ch al + ch bl + ch cl + 1
4 ch al2 ch
bl
2
.
(vi) Òåîðåìà î áèññåêòðèñå, îñíîâàíèå êîòîðîé äåëèò ñòîðîíó cl íà îò-
ðåçîê xl, èìåþùèé îáùóþ âåðøèíó ñî ñòîðîíîé al, è îòðåçîê yl, èìåþ-
ùèé îáùóþ âåðøèíó ñî ñòîðîíîé bl.
sh al
sh bl
=
sh xl
sh yl
.
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(vii) Ïðåäñòàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ñåðåäèíû ω îòðåçêà ÷åðåç ðàäèóñ-
âåêòîðû åãî êîíöîâ x è y.
ω =
x ch ρ(0, x) + y ch ρ(0, y)
ch ρ(0, x) + ch ρ(0, y)
=
x
√
1− y2 + y√1− x2√
1− y2 +√1− x2 .
(viii) Ïðåäñòàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà r òî÷êè ïåðåñå÷åíèß òðåõ ìåäèàí
òðåóãîëüíèêà ÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîðû âåðøèí òðåóãîëüíèêà x, y è z.
r =
x ch ρ(0, x) + y ch ρ(0, y) + z ch ρ(0, z)
ch ρ(0, x) + ch ρ(0, y) + ch ρ(0, z)
.
 (i) Ðàñïîëîæèì âåðøèíó îñòðîãî óãëà αl ïðßìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
â öåíòðå êðóãà. Òîãäà ïîëó÷èì
th bl = b = c cos α = th cl cos αl.
Åñëè ó÷òåì åùå òåîðåìó Ïèôàãîðà, òî íàéäåì
sin αl =
√
1− th
2 bl
th2 cl
=
√
1− ch
2 al sh
2 bl
sh2 cl
=
√
ch2 al ch
2 bl − 1− ch2 al sh2 bl
sh cl
=
sh al
sh cl
.
Â ïðîèçâîëüíîì òðåóãîëüíèêå ïðîâåäåì âûñîòó hl èç âåðøèíû, ïðîòèâî-
ëåæàùåé ñòîðîíå cl è èñïîëüçóåì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëß äâóõ ïðßìî-
óãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
sin αl =
sh hl
sh bl
=
sin βl sh al
sh bl
.
(ii) Ïóñòü hl  âûñîòà â òðåóãîëüíèêå ñ îñíîâàíèåì íà ñòîðîíå al. Äðóãèå
ñëó÷àè ìîæíî ïðèâåñòè ê ýòîìó çàìåíîé îáîçíà÷åíèé.
Ðàññìîòðèì îäèí èç îáðàçîâàâøèõñß ïðßìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñî
ñòîðîíàìè bl, hl è dl.
Èñïîëüçóß òåîðåìó Ïèôàãîðà è ïåðâóþ èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë â äîêà-
çàòåëüñòâå (i), ïîëó÷èì
ch cl = ch(al − dl) ch hl = ch hl(ch al ch dl − sh al sh dl) =
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ch al ch bl − sh al th dl ch bl = ch al ch bl − sh al sh bl cos γl.
(iii) Ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå, èñïîëüçóß òåîðåìû ñèíóñîâ è
êîñèíóñîâ
cos γl + cos αl cos βl
sin αl sin βl
=
ch bl ch al − ch cl
sh bl sh al
+
(ch cl ch bl − ch al)(ch cl ch al − ch bl)
sh2 cl sh bl sh al
sh al
sh bl
(
1− (ch cl ch al − ch bl)
2
sh2 cl sh
2 al
) =
(ch2 cl − 1)(ch bl ch al − ch cl) + ch2 cl ch bl ch al + ch bl ch al − ch cl(ch2 bl + ch2 al)
(ch2 cl − 1) sh2 al − ch2 cl ch2 al + 2 ch cl ch al ch bl − ch2 bl
=
ch cl(1 + 2 ch cl ch al ch bl − ch2 cl − ch2 bl − ch2 al)
− ch2 cl − sh2 al + 2 ch cl ch al ch bl − ch2 bl
= ch cl.
(iv) Ïóñòü îñíîâàíèå ìåäèàíû ml äåëèò ñòîðîíó cl. Èñïîëüçóåì òåîðåìó
êîñèíóñîâ äëß äâóõ îáðàçîâàâøèõñß òðåóãîëüíèêîâ.
ch al = ch
cl
2
ch ml − sh cl
2
sh ml cos δl,
ch bl = ch
cl
2
ch ml − sh cl
2
sh ml cos (pi − δl).
Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì èñêîìóþ ôîðìóëó.
(v) Èñïîëüçóåì òåîðåìó êîñèíóñîâ ñíà÷àëà äëß ìåíüøåãî òðåóãîëüíèêà,
çàòåì äëß èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
ch dl = ch
al
2
ch
bl
2
− sh al
2
sh
bl
2
cos γl = ch
al
2
ch
bl
2
−
ch al ch bl − ch cl
4 ch al2 ch
bl
2
=
(1 + ch al)(1 + ch bl)− ch al ch bl + ch cl
4 ch al2 ch
bl
2
=
ch al + ch bl + ch cl + 1
4 ch al2 ch
bl
2
.
(vi) Èñïîëüçóåì òåîðåìó ñèíóñîâ äëß ñìåæíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
sh al
sin δl
=
sh xl
sin γl2
,
sh bl
sin (pi − δl) =
sh yl
sin γl2
.
Âçßâ îòíîøåíèå ýòèõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì èñêîìîå ðàâåíñòâî.
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(vii) Ïðîâåäåì íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèß.
ρ(x, ω) = kArch
1− x
2
√
1− y2 + (x, y)√1− x2√
1− y2 +√1− x2
√
1− x2
√√√√1−(x√1− y2 + y√1− x2√
1− y2 +√1− x2
)2 =
kArch
1− (x, y) +√1− x2
√
1− y2√
2− 2x2 − 2y2 + 2√1− x2
√
1− y2 + 2x2y2 − 2(x, y)√1− x2
√
1− y2
=
kArch
1− (x, y) +√1− x2
√
1− y2
√
2((1− x2)(1− y2))1/4
√
1− (x, y) +√1− x2
√
1− y2
=
kArch
√
ch ρ(x, y) + 1
2
=
1
2
ρ(x, y).
Èçìåíßß îáîçíà÷åíèß, ïîëó÷èì âòîðîå òðåáóåìîå ðàâåíñòâî
ρ(y, ω) =
1
2
ρ(x, y).
(viii) Ðàññìîòðèì ðàäèóñ-âåêòîð
r =
x ch ρ(0, x) + y ch ρ(0, y) + z ch ρ(0, z)
ch ρ(0, x) + ch ρ(0, y) + ch ρ(0, z)
.
Èñïîëüçóß ôîðìóëû äëß ðàäèóñà-âåêòîðà a ñåðåäèíû îòðåçêà [x, y] è äëß
ðàäèóñà-âåêòîðà b ñåðåäèíû îòðåçêà [z, x], íåïîñðåäñòâåííî óñòàíàâëèâà-
åì, ÷òî âåêòîð r−y ñîíàïðàâëåí âåêòîðó b−y è âåêòîð r− z ñîíàïðàâëåí
âåêòîðó a− z. Àíàëîãè÷íî, äëß äðóãîé ïàðû ìåäèàí. 
×åòûðåõóãîëüíèêîì Ëàìáåðòà íàçûâàåòñß ÷åòûðåõóãîëüíèê xyzu
ñ ïðßìûìè óãëàìè ïðè âåðøèíàõ x, y, z è îñòðûì óãëîì αl ïðè âåðøèíå
u.
Äëß ÷åòûðåõóãîëüíèêà Ëàìáåðòà èìååò ìåñòî ôîðìóëà
sh ρ(x, u) = ch ρ(z, u) sh ρ(y, z).
 Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü βl  óãîë ìåæäó îòðåçêàìè [y, u] è [y, x]. Òîãäà
sh ρ(x, u) = sh ρ(y, u) sin βl = sh ρ(y, u)
√
1− sin2 (pi
2
− βl) =
15
sh ρ(y, u)
√
1− sh
2 ρ(z, u)
sh2 ρ(y, u)
=
√
ch2 ρ(y, u)− 1− sh2 ρ(z, u) =√
ch2 ρ(y, z) ch2 ρ(z, u)− ch2 ρ(z, u) = ch ρ(z, u) sh ρ(y, z).
4. Ìîäåëè Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî íà âåðõíåé
ïîëóñôåðå ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èíäåêñà 1, â
îòêðûòîì øàðå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è â îòêðûòîì
ïîëóïðîñòðàíñòâå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Ðàññìîòðèì â R× E ïñåâäîñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå
(< x0;x >,< y0; y >) = x0y0 − (x, y),
ãäå x0, y0 ∈ R, x, y ∈ E. Çàäàâ íà âåðõíåé ïîëóñôåðå ïñåâäîåâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà èíäåêñà 1
S+ = {< x0;x >∈ R× E :< x0;x >2= r2, x0 > 0},
ãäå r > 0, ìåòðèêó
ρL(< x0;x >,< y0; y >) = kArch
(< x0;x >,< y0; y >)
r2
,
ìû ïîëó÷èì ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî íà ñôåðå ïñåâäî-
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èíäåêñà 1.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (îïóñòèâ òèëüäó ó ìåòðèêè)
F : (S+, ρL)→ (B(0, r), ρ) ⊂ E, F (< x0;x >) = r
x0
x =
r√
r2 + x2
x.
Òîãäà íåòðóäíî íàéòè îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
F−1 : (B(0, r), ρ)→ (S+, ρL), F−1(x) = r√
r2 − x2 < r;x > .
Òåîðåìà 1. Îòîáðàæåíèå F : (S+, ρL) → (B(0, r), ρ) ßâëßåòñß èçîìåò-
ðèåé, êîòîðàß åñòü êîìïîçèöèß öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè èç òî÷êè 0 ñôåðû
S+ íà ãèïåðïëîñêîñòü ñ óðàâíåíèåì x0 = r è îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè
ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè íà ãèïåðïëîñêîñòü ñ óðàâíåíèåì x0 = 0. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðßìûå ïðîñòðàíñòâà (S+, ρL) åñòü ñå÷åíèß S+ äâóìåðíûìè
ïëîñêîñòßìè, ñîäåðæàùèìè 0.
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 Äîêàæåì ñîõðàíåíèå ðàññòîßíèß îòîáðàæåíèåì F
ρ(F (< x0;x >), F (< y0; y >)) = kArch
r2 − ( r√
r2 + x2
x,
r√
r2 + y2
y)√
r2 −
(
rx√
r2 + x2
)2√√√√r2 −( ry√
r2 + y2
)2 =
kArch
(< x0;x >,< y0; y >)
r2
= ρL(< x0;x >,< y0; y >) .
Ïðßìàß ñ óðàâíåíèåì
< y0; y >= λ <
√
r2 + x2;x >, λ ∈ R,
ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòü ñ óðàâíåíèåì x0 = r â òî÷êå ñ ïàðàìåòðîì íà
ïðßìîé λ = r√
r2+x2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå ïðîåêöèè íà ãèïåðïëîñêîñòü ñ
óðàâíåíèåì x0 = 0, ïîëó÷èì
F (< x0;x >) =
r√
r2 + x2
x.
Êðîìå òîãî,
F (F−1(x)) =
r2x√
r2 − x2√
r2 +
(
rx√
r2 − x2
)2 = x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè îòîáðàæåíèß âçàèìíî îáðàòíû. 
Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ f èç òî÷êè < −r; 0 >∈ S+
íà îòêðûòûé øàð B(0, r) ⊂ E
f : S+ → B(0, r), f(< x0;x >) = rx
r +
√
r2 + x2
.
Äîêàæåì ýòî è òî, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èìååò âèä
f−1 : B(0, r)→ S+, f−1(x) = r
r2 − x2 < r
2 + x2; 2rx > .
 Ïðßìàß ñ óðàâíåíèåì
< y0; y >=< −r; 0 > +λ < r +
√
r2 + x2;x >, λ ∈ R,
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ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòü ñ óðàâíåíèåì x0 = 0 â òî÷êå ñ ïàðàìåòðîì íà
ïðßìîé λ = r
r+
√
r2+x2
. Ñëåäîâàòåëüíî,
f(< x0;x >) =
rx
r +
√
r2 + x2
.
Êðîìå òîãî,
f(f−1(x)) =
2r3x
r2 − x2
r +
√
r2 +
(
2r2x
r2 − x2
)2 = x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè îòîáðàæåíèß âçàèìíî îáðàòíû. 
Îïðåäåëèì ìåòðèêó Ïóàíêàðå ôîðìóëîé
ρP : B(0, r)×B(0, r)→ R+, ρP (x, y) = ρL(f−1(x), f−1(y)).
Òîãäà, èñïîëüçóß ôîðìóëû
sh
t
2
=
√
ch t− 1
2
, th
t
2
=
√
ch t− 1
ch t+ 1
,
íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ρP (x, y) = kArch
(r2 + x2)(r2 + y2)− 4r2(x, y)
(r2 − x2)(r2 − y2) =
2kArsh
r|x− y|√
(r2 − x2)(r2 − y2) = 2kArth
r|x− y|√
r2(y − x)2 + (r2 − x2)(r2 − y2) .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ìîäåëü Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâ-
ñêîãî â îòêðûòîì øàðå B(0, r) åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Òåîðåìà 2. Îòîáðàæåíèå
ψ : (B(0, r), ρP )→ (B(0, r), ρ), ψ(x) = 2r
2x
r2 + x2
ßâëßåòñß èçîìåòðèåé, êîòîðàß åñòü êîìïîçèöèß îãðàíè÷åíèß íà øàð
B(0, r) ⊂ E ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè èç òî÷êè < −r; 0 >∈ R × E,
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèß íà âåðõíåé ïîëóñôåðå S+(< 0; 0 >, r) åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà E, è îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ýòîé ïîëóñôåðû íà øàð
B(0, r) ⊂ E . Îáðàòíàß èçîìåòðèß èìååò âèä
ψ−1 : (B(0, r), ρ)→ (B(0, r), ρP ), ψ−1(x) = rx
r +
√
r2 − x2 .
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 Äîêàæåì ñîõðàíåíèå ðàññòîßíèß îòîáðàæåíèåì ψ
ρ(ψ(x), ψ(y)) = kArch
r2 − ( 2r
2x
r2 + x2
,
2r2y
r2 + y2
)√
r2 −
(
2r2x
r2 + x2
)2√
r2 −
(
2r2y
r2 + y2
)2 =
kArch
(r2 + x2)(r2 + y2)− 4r2(x, y)
(r2 − x2)(r2 − y2) = ρP (x, y).
Ïðßìàß ñ óðàâíåíèåì
< y0; y >=< −r; 0 > +λ < r;x >, λ ∈ R,
ïåðåñåêàåò âåðõíþþ ïîëóñôåðó S+(< 0; 0 >, r) ñ óðàâíåíèåì x20 +x2 = r2 â
òî÷êå ñ ïàðàìåòðîì íà ïðßìîé, óäîâëåòâîðßþùèì óðàâíåíèþ r2(λ− 1)2 +
λ2x2 = r2.
Ñëåäîâàòåëüíî, λ = 2r
2
r2+x2 . Ïîñëå ïðîåêöèè íà ãèïåðïëîñêîñòü ñ óðàâ-
íåíèåì x0 = 0, ïîëó÷èì
ψ(x) =
2r2x
r2 + x2
.
Êðîìå òîãî,
ψ(ψ−1(x)) =
2r3x
r +
√
r2 − x2
r2 +
(
rx
r +
√
r2 − x2
)2 = x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè îòîáðàæåíèß âçàèìíî îáðàòíû. 
Òåîðåìà 3. Åñëè íà øàðå B(0, r) çàìåíèòü ìåòðèêó ρP íà ìåòðè-
êó ρ, òî îòîáðàæåíèå ψ : (B(0, r), ρ) → (B(0, r), ρ) áóäåò ñîõðàíßòü
ëó÷è, èñõîäßùèå èç 0, è óâåëè÷èâàòü íà íèõ â äâà ðàçà â ìåòðèêå ρ ðàñ-
ñòîßíèß îò 0. Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ψ−1 îòîáðàæàåò ãèïåðïëîñêîñòè
ïðîñòðàíñòâà (B(0, r), ρ) â ãèïåðïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà (B(0, r), ρP ),
êîòîðûå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E åñòü ïåðåñå÷åíèß c øàðîì B(0, r)
åâêëèäîâûõ ñôåð èëè åâêëèäîâûõ ãèïåðïëîñêîñòåé (ñîäåðæàùèõ 0), îð-
òîãîíàëüíûõ ñôåðå S(0, r).
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 Ïðîâåðèì ñâîéñòâî óâåëè÷åíèß ðàññòîßíèß
ρ(0, ψ(x)) =
k
2
ln
r +
2r2|x|
r2 + x2
r − 2r
2|x|
r2 + x2
= k ln
r + |x|
r − |x| = 2ρ(0, x).
Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü â (B(0, r), ρ) èìååò óðàâíåíèå (n, x) = p, ãäå |n| = 1
è 0 ≤ p < r.
Ïðè îòîáðàæåíèè ψ−1 ýòà ãèïåðïëîñêîñòü îòîáðàçèòñß â ãèïåðïëîñ-
êîñòü ïðîñòðàíñòâà (B(0, r), ρP ) ñ óðàâíåíèåì
2r2(n, x)
r2 + x2
= p.
Ïðè p = 0 ýòî óðàâíåíèå (n, x) = 0 ãèïåðïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé 0.
À ïðè 0 < p < r ýòî óðàâíåíèå p(x2 + r2) − 2r2(n, x) = 0 ñôåðû â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E ñ âåêòîðîì íîðìàëè px− r2n.
Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèß ýòîé ñôåðû ñî ñôåðîé S(0, r) ñ óðàâíåíèåì x2 =
r2 ïîëó÷èì
(px− r2n, x) = pr2 − r2(n, x) = 0,
ò.å. îíè ïåðåñåêàþòñß îðòîãîíàëüíî. 
Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åíèå èíâåðñèè θ : B(< 0; 0 >, r)→ Π+ îòíîñèòåëü-
íî ñôåðû S(< −r; 0 >,√2r) ⊂ R × E íà îòêðûòûé øàð B(< 0; 0 >, r) ⊂
R × E è ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèß â âåðõíåì îòêðûòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå
Π+ = R∗+ × E.
Èñïîëüçóß ñâîéñòâà èíâåðñèè: îñòàâëßòü èíâàðèàíòíûìè îòêðûòûå ëó-
÷è ñ íà÷àëîì â òî÷êå < −r; 0 > è
|θ(< x1;x >)− < −r; 0 > || < x1;x > − < −r; 0 > | = 2r2,
ïîëó÷èì ßâíûé âèä èíâåðñèè
θ(< x1;x >) =< −r;x > + 2r
2
< r + x1;x >2
< r + x1;x >=
r
(r + x1)2 + x2
< r2 − x21 − x2; 2rx > .
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîé èíâåðñèè ñôåðà S(< 0; 0 >, r) îòîáðàçèòñß íà ãè-
ïåðïëîñêîñòü ñ óðàâíåíèåì x1 = 0.
 Äåéñòâèòåëüíî, åñëè < x1;x >∈ S(< 0; 0 >, r), òî
x21 + x
2 = r2, θ(< x1;x >) =
r
r + x1
< 0;x > .
Åñëè ìû ââåäåì íà âåðõíåì îòêðûòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå Π+ = R∗+ × E
ìåòðèêó
ρΠ+(< x1;x >,< y1; y >) = ρP (θ
−1(< x1;x >), θ−1(< y1; y >)),
òî ïîëó÷èì ìîäåëü Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â îòêðû-
òîì ïîëóïðîñòðàíñòâå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Ëåììà 1. Ìåòðèêà ρΠ+ íà Π+ èìååò âèä
ρΠ+(< x1;x >,< y1; y >) = kArch
x21 + y
2
1 + (x− y)2
2x1y1
.
 Âû÷èñëèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû
(θ(< x1;x >))
2 =
r2
((r + x1)2 + x2)2
(r4 + (x2)2− 2x21(r2−x2) + 2r2x2 +x41) =
r2((r − x1)2 + x2)
(r + x1)2 + x2
, r2 − (θ(< x1;x >))2 = 4r
3x1
(r + x1)2 + x2
,
r2 + (θ(< x1;x >))
2 =
2r2(r2 + x21 + x
2)
(r + x1)2 + x2
.
Òîãäà, ó÷èòûâàß, ÷òî θ−1 = θ, ïîëó÷èì
ρΠ+(< x1;x >,< y1; y >) = ρP (θ
−1(< x1;x >), θ−1(< y1; y >)) =
kArch
(r2 + (θ(< x1;x >))
2)(r2 + (θ(< y1; y >))
2)− 4r2(θ(< x1;x >), θ(< y1; y >))
(r2 − (θ(< x1;x >))2)(r2 − (θ(< y1; y >))2) =
kArch
(r2 + x21 + x
2)(r2 + y21 + y
2)− (r2 − x21 − x2)(r2 − y21 − y2)− 4r2(x, y)
4r2x1y1
=
kArch
x21 + y
2
1 + (x− y)2
2x1y1
.
Çàäà÷è.
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1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè r = 1
ψ−1(x) = ω(0, x) =
ch
ρ(0, x)
k
x
1 + ch
ρ(0, x)
k
,
ãäå ω(0, x)  ðàäèóñ-âåêòîð ñåðåäèíû îòðåçêà [0, x].
2. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n = 2, x1 = y, x2 = x è z = x+ iy
θ(z) = r
ri− z
ri+ z
= r
r2 − x2 − y2 + 2rxi
x2 + (r + y)2
.
3. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå ôîðìóëû äëß ìåòðèêè ρP âåðíû.
4. Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â øàðå
|x| = r th ρP (0, x)
2k
.
5. Ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî. Ðàññòîßíèå îò
òî÷êè äî ãèïåðïëîñêîñòè. Îðòîãîíàëüíàß ïðîåêöèß òî÷êè íà
ãèïåðïëîñêîñòü. Âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ãèïåðïëîñêîñòßìè.
Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü Π â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà â øàðå
(B(0, k), ρ) èìååò óðàâíåíèå (n, x) = p, ãäå |n| = 1 è 0 ≤ p < k.
Íàéäåì ïðîåêöèþ yΠ òî÷êè y íà ýòó ãèïåðïëîñêîñòü. Ñíà÷àëà ïàðàë-
ëåëüíî ïåðåíåñåì ãèïåðïëîñêîñòü Π òàê, ÷òîáû 0 ∈ g−1a (Π), ãäå a = pn.
yˆ1 = k
2 y1 − p
k2 − py1 , yˆ2 = k
y2
√
k2 − p2
k2 − py1 .
Çàïèñûâàß óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ãèïåðïëîñêîñòè è íîðìàëè, ïðîâåäåí-
íîé ÷åðåç òî÷êó yˆ ê ãèïåðïëîñêîñòè g−1a (Π) ñ óðàâíåíèåì (n, x) = 0
(n, yˆ + λn) = 0,
íàéäåì λ = −(n, yˆ). Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ-âåêòîð îñíîâàíèß ïåðïåíäè-
êóëßðà íà ãèïåðïëîñêîñòè g−1a (Π), ïðîâåäåííîãî èç òî÷êè yˆ, èìååò âèä
b = yˆ − (n, yˆ)n = yˆ2.
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Îñóùåñòâèì îáðàòíûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ýòîãî îñíîâàíèß b, ÷òîáû
ïîëó÷èòü èñêîìûé ðàäèóñ-âåêòîð îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè òî÷êè y íà ãè-
ïåðïëîñêîñòü Π.
yΠ = ga(b) : bˆ1 = k
2 b1 + p
k2 + pb1
= p,
bˆ2 = k
b2
√
k2 − p2
k2 + pb1
=
yˆ2
√
k2 − p2
k
=
y2(k
2 − p2)
k2 − py1 =
(y − (n, y)n)(k2 − p2)
k2 − p(n, y) .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì
yΠ = pn+
(y − (n, y)n)(k2 − p2)
k2 − p(n, y) =
(k2 − p2)y + k2(p− (n, y))n
k2 − p(n, y) .
Íàéäåì ðàññòîßíèå îò òî÷êè y äî ãèïåðïëîñêîñòè Π.
ρ(y, yΠ) = kArch
k2 − (y, yΠ)√
k2 − y2√k2 − y2Π =
kArch
k2(k2 − p(n, y))− (k2 − p2)y2 − k2(p− (n, y))(n, y)√
k2 − y2√k2(k2 − p(n, y))2 − ((k2 − p2)y + k2(p− (n, y))n)2 =
kArch
(k2 − p2)(k2 − y2) + k2(p− (n, y))2√
k2 − y2√(k2 − p2)((k2 − p2)(k2 − y2) + k2(p− (n, y))2) =
kArch
√
1 +
k2(p− (n, y))2
(k2 − y2)(k2 − p2) .
Òàêèì îáðàçîì, âåðíû ôîðìóëû
ρ(y, yΠ) = kArch
√
1 +
k2(p− (n, y))2
(k2 − y2)(k2 − p2) ,
sh
ρ(y, yΠ)
k
=
k|(n, y)− p|√
k2 − y2
√
k2 − p2 =
ch
pl
k
|(n, y)− k th pl
k
|√
k2 − y2 .
Çàïèøåì ôîðìóëó äëß ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ga : (B(0, k), ρ) →
(B(0, k), ρ) íà âåêòîð a = pe â èíîé ôîðìå
xˆ = k2
(x1 + p)e
k2 + px1
+ k
x2
√
k2 − p2
k2 + px1
=
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k[k((a, x) + a2)a+ (a2x− (a, x)a)√k2 − a2]
a2(k2 + (a, x))
.
Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü Π ñ óðàâíåíèåì (n, xˆ− x0) = 0, ãäå |n| = 1, è
ïåðåíåñåì åå ïàðàëëåëüíî íà âåêòîð a = −x0.
Òîãäà îíà îòîáðàçèòñß â ãèïåðïëîñêîñòü, ïðîõîäßùóþ ÷åðåç öåíòð øàðà
è èìåþùóþ óðàâíåíèå
(n, k[k((x0, x)+x
2
0)x0+(x
2
0x−(x0, x)x0)
√
k2 − x20]−x0x20(k2+(x0, x))) = 0⇔
(kx20n+ (n, x0)(
√
k2 − x20 − k)x0, x) = 0.
Âû÷èñëèì âåëè÷èíó óãëà, îáðàçîâàííîãî â òî÷êå x0 ãèïåðïëîñêîñòüþ Π è
ãèïåðïëîñêîñòüþ Π1 ñ óðàâíåíèåì (n1, xˆ− x0) = 0, ãäå |n1| = 1.
Ïîñëå àíàëîãè÷íîãî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè
ïîëó÷èì
cosϕ =
|(kx20n+ (n, x0)(
√
k2 − x20 − k)x0, kx20n1 + (n1, x0)(
√
k2 − x20 − k)x0)|
|kx20n+ (n, x0)(
√
k2 − x20 − k)x0||kx20n1 + (n1, x0)(
√
k2 − x20 − k)x0|
=
|k2(n, n1)− (n, x0)(n1, x0)|√
k2 − (n, x0)2
√
k2 − (n1, x0)2
.
Åñëè ãèïåðïëîñêîñòè çàäàíû óðàâíåíèßìè
(n, x) = p, (n1, x) = p1,
ãäå |n| = |n1| = 1 è 0 ≤ p , p1 < k, òî, î÷åâèäíî,
cosϕ =
|k2(n, n1)− pp1|√
k2 − p2
√
k2 − p21
.
Ýòè ãèïåðïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñß, ðàñõîäßòñß, ïåðïåíäèêóëßðíû, åñëè
ïðàâàß ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ìåíüøå 1, áîëüøå 1, ðàâíà 0 ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ïåðïåíäèêóëßðíîñòè ãèïåðïëîñêîñòåé èìååò
âèä
k2(n, n1)− pp1 = 0.
6. Ðèìàíîâû ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëßõ
ÁåëüòðàìèÊëåéíà, Ïóàíêàðå â øàðå è â îòêðûòîì
ïîëóïðîñòðàíñòâå. Äëèíà îêðóæíîñòè.
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Ðàññìîòðèì â R × E ïñåâäîðèìàíîâó ìåòðèêó, âûáðàâ çíàê òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû èíäóöèðîâàííàß ðèìàíîâà ìåòðèêà íà E áûëà ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé
dl2 = −dx20 + dx2.
Èñïîëüçóåì èçîìåòðèþ
F−1 : (B(0, r), ρ)→ (S+, ρL), F−1(x) = r√
r2 − x2 < r;x >
äëß íàõîæäåíèß ðèìàíîâîé ìåòðèêè â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà.
dl2 = −dxˆ20 + dxˆ2 = −
r4(x, dx)2
(r2 − x2)3 +
(
rx(x, dx)
(r2 − x2)3/2 +
rdx
(r2 − x2)1/2
)2
=
r2
(r2 − x2)3 (−r
2(x, dx)2 + x2(x, dx)2 + 2(x, dx)2(r2 − x2) + dx2(r2 − x2)2) =
r2
(r2 − x2)2 ((r
2 − x2)dx2 + (x, dx)2).
Ñëåäîâàòåëüíî, ðèìàíîâà ìåòðèêà â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà
èìååò âèä
dl2 =
r2((r2 − x2)dx2 + (x, dx)2)
(r2 − x2)2 .
Äëß íàõîæäåíèß ðèìàíîâîé ìåòðèêè â ìîäåëè Ïóàíêàðå â øàðå èñïîëü-
çóåì èçîìåòðèþ
f−1 : (B(0, r), ρP )→ (S+, ρL), f−1(x) = r
r2 − x2 < r
2 + x2; 2rx > .
dl2 = −dxˆ20 + dxˆ2 = −
16r6(x, dx)2
(r2 − x2)4 +
4r4(dx2(r2 − x2)2 + 4(x, dx)2(r2 − x2) + 4x2(x, dx)2)
(r2 − x2)4 =
4r4dx2
(r2 − x2)2 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ðèìàíîâà ìåòðèêà â ìîäåëè Ïóàíêàðå â øàðå èìååò
âèä
dl2 =
4r4dx2
(r2 − x2)2 .
Äëß íàõîæäåíèß ðèìàíîâîé ìåòðèêè â ìîäåëè Ïóàíêàðå â îòêðûòîì ïî-
ëóïðîñòðàíñòâå èñïîëüçóåì èçîìåòðèþ
f−1 ◦ θ−1 : (Π+, ρΠ+)→ (S+, ρL)
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Íàéäåì ñíà÷àëà åå ßâíûé âèä è äèôôåðåíöèàë, èñïîëüçóß íàéäåííûå ðà-
íåå âûðàæåíèß,
(f−1◦θ−1)(< x1;x >) = r
r2 − (θ(< x1;x >))2 < r
2+(θ(< x1;x >))
2; 2rθ(< x1;x >) >=
1
2x1
< r2 + x21 + x
2; r2 − x21 − x2; 2rx > , < dxˆ0; dxˆ1; dxˆ >=
1
2x21
< (x21−r2−x2)dx1+2x1(x, dx); (−x21−r2+x2)dx1−2x1(x, dx); 2r(x1dx−xdx1) > .
Òîãäà
dl2 = −dxˆ20 + dxˆ21 + dxˆ2 =
1
4x41
(−(x21 − r2 − x2)2dx21 − 4x21(x, dx)2−
4x1dx1(x, dx)(x
2
1−r2−x2)+(−x21−r2+x2)2dx21−4x1dx1(x, dx)(−x21−r2+x2)+
4x21(x, dx)
2 + 4r2(x21dx
2 − 2(x, dx)x1dx1 + x2dx21) =
r2(dx21 + dx
2)
x21
.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðèìàíîâà ìåòðèêà â ìîäåëè Ïóàíêàðå â îòêðûòîì
ïîëóïðîñòðàíñòâå èìååò âèä
dl2 =
r2(dx21 + dx
2)
x21
.
Ïðèâåäåì ýòè ðèìàíîâû ìåòðèêè ïðè n = 2 â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
< x; y >.
Ðèìàíîâà ìåòðèêà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Áåëüòðàìè
Êëåéíà èìååò âèä
dl2 =
r2((r2 − x2 − y2)(dx2 + dy2) + (xdx+ ydy)2)
(r2 − x2 − y2)2 =
r2((r2 − y2)dx2 + 2xydxdy + (r2 − x2)dy2)
(r2 − x2 − y2)2 .
Ðèìàíîâà ìåòðèêà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â îòêðû-
òîì êðóãå èìååò âèä
dl2 =
4r4(dx2 + dy2)
(r2 − x2 − y2)2 .
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Ðèìàíîâà ìåòðèêà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé
îòêðûòîé ïîëóïëîñêîñòè èìååò âèä
dl2 =
r2(dx2 + dy2)
y2
.
Ïðèìåðû.
1. Íàéäåì äëèíó îêðóæíîñòè ðàäèóñà Rl ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, èñ-
ïîëüçóß ïîëßðíûå êîîðäèíàòû (ρ, ϕ) è ìîäåëü ÁåëüòðàìèÊëåéíà.
Ñíà÷àëà çàïèøåì ðèìàíîâó ìåòðèêó â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà, èñ-
ïîëüçóß ïîëßðíûå êîîðäèíàòû,
x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ;
dl2 =
r2((r2 − x2 − y2)(dx2 + dy2) + (xdx+ ydy)2)
(r2 − x2 − y2)2 =
r2((r2 − ρ2)(dρ2 + ρ2dϕ2) + ρ2dρ2)
(r2 − ρ2)2 .
Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè èìååò âèä ρ = R, à â
ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî èìååò âèä ρ = r th Rlk . Òîãäà äëèíà îêðóæíîñòè
èìååò âèä
l = r
2pi∫
0
Rdϕ√
r2 −R2 =
2pirR√
r2 −R2 =
2pir2 th
Rl
k
r ch−1
Rl
k
= 2pir sh
Rl
k
.
2. Ïðîâåäåì ðàññ÷åò òîé æå äëèíû â ìîäåëè Ïóàíêàðå â îòêðûòîì êðóãå.
Ñíà÷àëà çàïèøåì ðèìàíîâó ìåòðèêó â ìîäåëè Ïóàíêàðå â îòêðûòîì
êðóãå, èñïîëüçóß ïîëßðíûå êîîðäèíàòû,
dl2 =
4r4(dρ2 + ρ2dϕ2)
(r2 − ρ2)2 .
Òîãäà äëèíà îêðóæíîñòè ñ óðàâíåíèåì ρ = R = r th Rl2k èìååò âèä
l = 2r2
2pi∫
0
Rdϕ
r2 −R2 =
4pir2R
r2 −R2 =
4pir3 th
Rl
2k
r2 − r2 th2 Rl
2k
= 4pir sh
Rl
2k
ch
Rl
2k
= 2pir sh
Rl
k
.
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Îáû÷íî ôîðìóëó äëèíû îêðóæíîñòè ïðèâîäßò ïðè r = k
l = 2pik sh
Rl
k
.
7. Êîîðäèíàòû Ëîáà÷åâñêîãî, Áåëüòðàìè è ïîëßðíûå
êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ýëåìåíò ïëîùàäè â
êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè. Ïëîùàäü êðóãà è òðåóãîëüíèêà.
Ïîëþñ è ïîëßðà.
1. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà â êðóãå ðàäèóñà
k ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
x = k th
xl
k
, y = k th
yl
k
íàçûâàþòñß áåëüòðàìèåâûìè êîîðäèíàòàìè.
Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëßðíûå êîîðäèíàòû (ρ, ϕ) íàçûâàþòñß áåëüòðà-
ìèåâûìè ïîëßðíûìè êîîðäèíàòàìè.
2. Êîîðäèíàòû < ρl = kArth
ρ
k ;ϕ > íàçûâàþòñß ë-ïîëßðíûìè êîîð-
äèíàòàìè.
3. Êîîðäèíàòû < xl; ρ(< x; 0 >,< x; y >) > íàçûâàþòñß êîîðäèíàòà-
ìè Ëîáà÷åâñêîãî.
×òîáû íàéòè ýëåìåíò ïëîùàäè â êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè, íàéäåì îïðå-
äåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
g = g11g22 − g212 =
k4((k2 − y2)(k2 − x2)− x2y2)
(k2 − x2 − y2)4 =
k6
(k2 − x2 − y2)3 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò ïëîùàäè â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà â êîîðäè-
íàòàõ Áåëüòðàìè âûðàæàåòñß ôîðìóëîé
dS =
k3dxdy
(k2 − x2 − y2)3/2 .
Íàéäåì ïëîùàäü êðóãà ðàäèóñà R = k th Rlk , èñïîëüçóß áåëüòðàìèåâû ïî-
ëßðíûå êîîðäèíàòû.
S = k3
2pi∫
0
dϕ
R∫
0
ρdρ
(k2 − ρ2)3/2 =
2pik3√
k2 − ρ2 |
R
0 = 2pik
2(
k√
k2 −R2 − 1) =
28
2pik2(ch
Rl
k
− 1) = 4pik2 sh2 Rl
2k
.
Íàéäåì òåïåðü ïëîùàäü ïðßìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, âåðøèíà îñòðîãî
óãîëà αl = α êîòîðîãî ðàñïîëîæåíà â öåíòðå êðóãà.
Ïóñòü ñòîðîíà, ïðîòèâîëåæàùàß ýòîìó óãëó, èìååò óðàâíåíèå ρ cosϕ =
b. Òîãäà
S = k3
α∫
0
dϕ
b
cosϕ∫
0
ρdρ
(k2 − ρ2)3/2 = k
3
α∫
0
1
(k2 − ρ2)1/2 |
b
cosϕ
0 dϕ =
k2
α∫
0
(
cosϕ√
cos2 ϕ− (b/k)2 − 1
)
dϕ = k2arcsin
sinϕ√
1− (b/k)2 |
α
0 − k2α =
k2arcsin (ch
bl
k
sinαl)− k2αl = k2(arcsin (cos βl)− αl) = k2(pi
2
− αl − βl).
Ðàçáèâ ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíûé òðåóãîëüíèê T íà äâà ïðßìîóãîëüíûõ,
ïîëó÷èì åãî ïëîùàäü â âèäå
S = k2(pi − αl − βl − γl) = k2σ(T ).
Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî
ïðîïîðöèîíàëüíà åãî äåôåêòó.
Îòìåòèì òàêæå ÷òî, åñëè âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ëåæàò íà àáñîëþ-
òå, òî åãî ïëîùàäü ðàâíà k2pi.
Ïóñòü a 6= 0 ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E. Ãèïåð-
ïëîñêîñòü Π ñ óðàâíåíèåì
(a, x) = k2
íàçûâàåòñß ïîëßðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ èëè ïîëßðîé îòíîñèòåëüíî
ñôåðû S(0, k), à òî÷êà a íàçûâàåòñß ïîëþñîì ãèïåðïëîñêîñòè Π.
Ïðè a = 0 ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëßðà ñîïàäàåò ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ãè-
ïåðïëîñêîñòüþ.
Ãèïåðïëîñêîñòè ñ óðàâíåíèåì (a, x) = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåñîáñòâåííûé
ïîëþñ, íàïðàâëåíèå íà êîòîðûé îïðåäåëßåò âåêòîð a.
Ïîëþñû è ïîëßðû íàõîäßòñß â áèåêòèâíîì ñîîòâåòñòâèè.
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Äåéñòâèòåëüíî, ãèïåðïëîñêîñòè Π1 ñ óðàâíåíèåì (b, x) = c, ãäå c 6= 0,
ñîîòâåòñòâóåò ïîëþñ a = k
2b
c .
Äâå ãèïåðïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè
ÁåëüòðàìèÊëåéíà ïåðïåíäèêóëßðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îäíà èç íèõ ñîäåðæèò ïîëþñ äðóãîé.
 Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòè çàäàíû óðàâíåíèßìè
(b, x) = c, (b1, x) = c1.
Â ñëó÷àå, êîãäà c 6= 0
k2(b, b1) = cc1 ⇔ (b1, k
2b
c
) = c1.
Â ñëó÷àå, êîãäà c1 6= 0, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî, à â ñëó÷àå, êîãäà
c = c1 = 0,  î÷åâèäíî. 
Ïî÷òè î÷åâèäíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèß.
A (ïîëßðíàß ñîïðßæåííîñòü). Åñëè èç äâóõ òî÷åê îäíà ïðèíàäëåæèò
ïîëßðå äðóãîé òî÷êè, òî è ýòà äðóãàß ïðèíàäëåæèò ïîëßðå ïåðâîé.
B (äâîéñòâåííîå óòâåðæäåíèå). Åñëè èç äâóõ ãèïåðïëîñêîñòåé îäíà ïðî-
õîäèò ÷åðåç ïîëþñ äðóãîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî è ýòà äðóãàß ïðîõîäèò ÷åðåç
ïîëþñ ïåðâîé .
 Äåéñòâèòåëüíî, ïîëßðû òî÷åê a, a1 èìåþò óðàâíåíèß
(a, x) = k2, (a1, x) = k
2,
à óñëîâèå ïðèíàäëåæíîñòè òî÷êè a ïîëßðå âòîðîé âòîðîé èìååò âèä
(a1, a) = k
2. Âûâîä î÷åâèäåí. 
Ïóñòü ë-ãèïåðïëîñêîñòè ñ óðàâíåíèßìè
(b, x) = c, (b1, x) = c1,
ïåðåñåêàþòñß ïîä óãëîì ϕ è èõ ïîëþñû åñòü a = k
2b
c , a1 =
k2b1
c1
ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà
cosϕl =
|k2(b, b1)− cc1|√
k2b2 − c2
√
k2b21 − c21
=
|(a, a1)− k2|√
a2 − k2
√
a21 − k2
= ch
dl
ik
.
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Çäåñü dl = kϕl ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ðàññòîßíèß ìåæäó ïîëþ-
ñàìè, íàõîäßùèìèñß âíå çàìêíóòîãî øàðà B[0, k].
Çàäà÷è.
1. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëß è ëèíåéêè â ìîäåëè Áåëüòðàìè-
Êëåéíà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî: a) äëß äàííîãî ïîëþñà  ïîëßðó; b) äëß
äàííîé ïîëßðû  ïîëþñ; ñ) ïåðïåíäèêóëßð èç äàííîé òî÷êè è äàííóþ
ïðßìóþ; d) ñåðåäèíó äàííîãî îòðåçêà; e) áèññåêòðèñó äàííîãî óãëà.
2. Ïîñòðîéòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëß è ëèíåéêè â ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè: a) ïåðïåíäèêóëßð èç äàííîé òî÷êè è äàííóþ ïðßìóþ;
b) ñåðåäèíó äàííîãî îòðåçêà; c) áèññåêòðèñó äàííîãî óãëà.
8. Ñôåðà, îðèñôåðà è ýêâèäèñòàíòíàß ïîâåðõíîñòü.
Ýëëèïòè÷åñêèé, ãèïåðáîëè÷åñêèé è ïàðàáîëè÷åñêèé ïó÷êè
ïðßìûõ.
Ðàññìîòðèì ìîäåëü ÁåëüòðàìèÊëåéíà ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Ìíî-
æåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, ðàâíîóäàëåííûõ îò ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êè íàçûâàåòñß ñôåðîé.
Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå
x2 = k2 th
rl
k
åñòü óðàâíåíèå ñôåðû S(0, rl) ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Èñïîëüçóß
îïðåäåëåíèå ñôåðû è ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå óðàâíåíèå ñôåðû S(a, rl)
ch
rl
k
=
k2 − (a, x)√
k2 − a2√k2 − x2 .
Âîçâîäß îáå ÷àñòè â êâàäðàò è îáîçíà÷àß
µ2 =
1
ch2 rlk (k
2 − a2) ,
ïîëó÷èì ýòî óðàâíåíèå â âèäå
k2 − x2 = µ2(k2 − (a, x))2.
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Ïðåäñòàâèì x â âèäå x =< y1; y > è, èñïîëüçóß äåéñòâèå îðòîãîíàëüíîãî
îïåðàòîðà, ïåðåéäåì îò âåêòîðà a ê âåêòîðó < b; 0 >. Òîãäà íàøå óðàâíå-
íèå ïðèìåò âèä
k2 − y21 − y2 = µ2(k2 − by1)2, µ2 =
1
ch2 rlk (k
2 − b2)
Ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó(
y1 − k
2µ2b
b2µ2 + 1
)2
k2(1− µ2(k2 − b2))
(b2µ2 + 1)2
+
y2
k2(1− µ2(k2 − b2))
b2µ2 + 1
= 1.
Òàêèì îáðàçîì, ñôåðà ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî S(< b; 0 >, rl) â ìîäåëè
ÁåëüòðàìèÊëåéíà èçîáðàæàåòñß ýëëèïñîèäîì âðàùåíèß ñ åâêëèäîâûì
öåíòðîì < k
2µ2b
b2µ2+1 ; 0 >.
Ýëëèïòè÷åñêèì ïó÷êîì ïðßìûõ â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî íà-
çûâàåòñß ìíîæåñòâî âñåõ ïðßìûõ, ïðîõîäßùèõ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷-
êó (öåíòð ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà).
Î÷åâèäíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûìè òðàåêòîðèßìè ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà
ïðßìûõ ßâëßþòñß ñôåðû ñ îáùèì öåíòðîì â öåíòðå ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà.
Îðèñôåðîé (â äâóìåðíîì ñëó÷àå îðèöèêëîì) íàçûâàåòñß ïðåäåëü-
íîå ïîëîæåíèå ñôåðû ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî ïðè óñëîâèè, ÷òî åå
öåíòð íåîãðàíè÷åííî óäàëßåòñß îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ýòîé ñôåðû ïî
äèàìåòðó, ïðîõîäßùåìó ÷åðåç ýòó òî÷êó.
Ïóñòü η ôèêñèðîâàííàß òî÷êà ñôåðû S(a, rl) ñ óðàâíåíèåì
k2 − x2 = µ2(k2 − (a, x))2.
Òîãäà
µ2 =
k2 − η2
(k2 − (a, η))2 .
Ïîñëå óäàëåíèß öåíòðà îí çàéìåò ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå íà ñôåðå S(0, k),
ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò óäîâëåòâîðßòü óñëîâèþ a2 = k2. Ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèß îðèñôåðû èìåþò âèä
k2 − x2 = µ2(k2 − (a, x))2, a2 = k2.
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Ñíîâà, èñïîëüçóß äåéñòâèå îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîëó÷èì äëß âåê-
òîðîâ a, η âèä < k; 0 > è < ζ; 0 > ñîîòâåòñòâåííî.
Óðàâíåíèå îðèñôåðû ïðèìåò âèä
k2 − y21 − y2 = µˆ2(k − y1)2,
ãäå µˆ2 = k2µ2 = k+ζk−ζ . Ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó(
y1 − kµˆ
2
µˆ2 + 1
)2
k2
(µˆ2 + 1)2
+
y2
k2
µˆ2 + 1
= 1.
Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ(
y1 − k + ζ
2
)2
(k − ζ)2
4
+
y2
k(k − ζ)
2
= 1.
Òàêèì îáðàçîì, îðèñôåðà ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè
ÁåëüòðàìèÊëåéíà èçîáðàæàåòñß ýëëèïñîèäîì âðàùåíèß ñ åâêëèäî-
âûì öåíòðîì < k+ζ2 ; 0 >, êàñàþùèìñß â îäíîé òî÷êå ñôåðû S(0, k).
Ýëëèïòè÷åñêèé ïó÷îê ïðßìûõ, ïðîõîäßùèé ÷åðåç öåíòð ñôåðû, ïåðåé-
äåò ïðè óäàëåíèè ýòîãî öåíòðà íà àáñîëþò â òàê íàçûâàåìûé ïàðàáîëè-
÷åñêèé ïó÷îê ïðßìûõ ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå.
Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíûìè òðàåêòîðèßìè ïàðàáîëè÷åñêîãî ïó÷êà
ïðßìûõ ßâëßþòñß îðèñôåðû ñ îáùåé òî÷êîé êàñàíèß â öåíòðå ïàðàáîëè-
÷åñêîãî ïó÷êà.
Íà îðèñôåðå èíäóöèðóåòñß åâêëèäîâà ãåîìåòðèß.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â åâêëèäîâîì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå óðàâíåíèå îðèñôåðû ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
x1 = c,
ãäå c  ïîëîæèòåëüíàß êîíñòàíòà. Ïàðàáîëè÷åñêèé ïó÷îê ïðßìûõ, îð-
òîãîíàëüíûõ ýòîé îðèñôåðå, ìîäåëèðóåòñß â ýòîì ñëó÷àå ïó÷êîì ëó÷åé
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ïàðàëëåëüíûõ îñè < x1; 0 >. Òîãäà ðèìàíîâà ìåòðèêà
dl2 =
r2(dx21 + dx
2)
x21
â äàííîé ìîäåëè èíäóöèðóåò íà îðèñôåðå ðèìàíîâó ìåòðèêó
dl2 =
r2dx2
c2
.
Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå
xˆ =
rx
c
,
ïîëó÷èì íà îðèñôåðå ñòàíäàðòíóþ ðèìàíîâó ìåòðèêó åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà
dl2 = dxˆ2.
Ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòüþ (â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýêâèäèñòàí-
òîé) íàçûâàåòñß ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî, ðàâ-
íîóäàëåííûõ îò ôèêñèðîâàííîé ãèïåðïëîñêîñòè (áàçû ýêâèäèñòàíòû).
Ïóñòü ïîëîæèòåëüíîå ïîñòîßííîå ðàññòîßíèå îò òî÷êè ýêâèäèñòàíòíîé
ïîâåðõíîñòè äî åå áàçû (âûñîòà ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè) åñòü hl
è (n, x) = p  óðàâíåíèå áàçû. Òîãäà óðàâíåíèå ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõ-
íîñòè èìååò âèä
sh
hl
k
=
ch
pl
k
|(n, x)− k th pl
k
|
√
k2 − x2 .
Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå
k2 − x2 = µ2((n, x)− k th pl
k
)2,
ãäå
µ2 =
ch2
pl
k
sh2
hl
k
.
Ñíîâà, èñïîëüçóß äåéñòâèå îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà, ïîëó÷èì äëß âåê-
òîðà n âèä < 1; 0 >, à äëß áàçû óðàâíåíèå y1 = p(= k th
pl
k
).
Óðàâíåíèå ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåò âèä
k2 − y21 − y2 = µ2(y1 − p)2.
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Ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó(
y1 − pµ
2
µ2 + 1
)2
k2(µ2 + 1)− µ2p2
(µ2 + 1)2
+
y2
k2(µ2 + 1)− µ2p2
µ2 + 1
= 1.
Òàêèì îáðàçîì, ýêâèäèñòàíòíàß ïîâåðõíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî
â ìîäåëè ÁåëüòðàìèÊëåéíà èçîáðàæàåòñß ýëëèïñîèäîì âðàùåíèß ñ åâ-
êëèäîâûì öåíòðîì < pµ
2
µ2+1 ; 0 >, êàñàþùèìñß ñôåðû S(0, k) â òî÷êàõ åå
ñå÷åíèß áàçîé ñ óðàâíåíèåì y1 = p(= k th
pl
k
).
Îñü âðàùåíèß ýòîãî ýëëèïñîèäà íàçûâàåòñß îñüþ ýêâèäèñòàíòíîé
ïîâåðõíîñòè.
Ïóñòü áàçà ñîäåðæèò öåíòð øàðà, òîãäà p = 0 è óðàâíåíèå ýêâèäèñòàíò-
íîé ïîâåðõíîñòè óïðîùàåòñß
y21
k2
µ2 + 1
+
y2
k2
= 1,
ãäå k
2
µ2+1 = k
2 th2
hl
k
. Â ýòîì ñëó÷àå ýêâèäèñòàíòíàß ïîâåðõíîñòü îðòî-
ãîíàëüíî ïåðåñåêàåò ïó÷îê ïðßìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïî Åâêëèäó íîðìàëè
áàçû, ò.å. ïåðåñåêàþùèõñß â íåñîáñòâåííîé òî÷êå.
Îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷àåòñß èç äàííîãî ë-ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Ðàñ-
ñìàòðèâàåìûé ïó÷îê ïåðåéäåò â ïó÷îê ïðßìûõ, èìåþùèõ ïðè èõ ïðîäîë-
æåíèè îáùóþ òî÷êó (öåíòð ïó÷êà) âíå çàìêíóòîãî øàðà B[0, k].
Òàêîé ïó÷îê ïðßìûõ â ñàìîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî íàçûâàåòñß
ãèïåðáîëè÷åñêèì ïó÷êîì ïðßìûõ.
Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíûìè òðàåêòîðèßìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïó÷-
êà ïðßìûõ ßâëßþòñß ýêâèäèñòàíòíûå ïîâåðõíîñòè ñ îáùåé áàçîé.
Ïóñòü â ìîäåëè Ïóàíêàðå â åâêëèäîâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå âûäåëåíî
íàïðàâëåíèå < 0;x2; 0 >, îðòîãîíàëüíîå íàïðàâëåíèþ < x1; 0; 0 >. Ðàñ-
ñìîòðèì â ýòîé ìîäåëè áàçó ñ óðàâíåíèåì x2 = 0.
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Äîêàæåì, ÷òî â ìîäåëè Ïóàíêàðå â åâêëèäîâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå óðàâ-
íåíèå ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè c ýòîé áàçîé èìååò âèä
x1 = cx2,
ãäå c  ïîëîæèòåëüíàß êîíñòàíòà. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êà < cx2;x2; y >
èìååò îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ <
√
1 + c2x2; 0; y > íà áàçå. Òîãäà
ρΠ+(< cx2;x2; y >,<
√
1 + c2x2; 0; y >) = kArch
c2x22 + (1 + c
2)x22 + x
2
2
2c
√
1 + c2x22
=
kArch
√
1 + c2
c
= hl.
Ðèìàíîâà ìåòðèêà
dl2 =
r2(dx21 + dx
2)
x21
â äàííîé ìîäåëè èíäóöèðóåò íà ýòîé ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè ðèìà-
íîâó ìåòðèêó
dl2 =
r2((1 + c2)dx22 + dy
2)
c2x22
.
Ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå
xˆ2 = x2, yˆ =
y√
1 + c2
,
ïîëó÷èì íà ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè ðèìàíîâó ìåòðèêó ïðîñòðàíñòâà
Ëîáà÷åâñêîãî
dl2 =
R2(dxˆ22 + dyˆ
2)
xˆ22
,
ãäå R = r
√
1+c2
c .
Îðèñôåðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå ýêâèäè-
ñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî åå áàçà íåîãðàíè÷åííî óäàëßåòñß
îò ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè, îñòàâàßñü ïåðïåí-
äèêóëßðíîé îñè ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè, ïðîõîäßùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó.
 Ïóñòü < ζ; 0 >  ôèêñèðîâàííàß òî÷êà ýêâèäèñòàíòíîé ïîâåðõíîñòè.
Òîãäà
k2 − ζ2 = µ2(ζ − p)2 ⇒ µ2 = k
2 − ζ2
(ζ − p)2 .
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Ïðè âûøåóêàçàííîì óäàëåíèè áàçû â ïðåäåëå ïîëó÷èì p = k è µˆ2 = k+ζk−ζ .
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå îðèñôåðû
k2 − y21 − y2 = µˆ2(y1 − k)2.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Òåîðåìà Ïèôàãîðà. Ôîðìóëà Ëîáà÷åâñêîãî. Òåîðåìû ñèíóñîâ,
êîñèíóñîâ è äâîéñòâåííàß òåîðåìà êîñèíóñîâ. Òåîðåìà î áèññåêòðèñå.
Äëèíû ñðåäíåé ëèíèè è ìåäèàíû, òî÷êà
ïåðåñå÷åíèß ìåäèàí â òðåóãîëüíèêå. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
4. Ìîäåëè Ïóàíêàðå ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî íà âåðõíåé ïîëóñôåðå
ïñåâäîåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èíäåêñà 1, â îòêðûòîì øàðå åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà è â îòêðûòîì ïîëóïðîñòðàíñòâå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.16
5. Ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî. Ðàññòîßíèå îò òî÷êè
äî ãèïåðïëîñêîñòè. Îðòîãîíàëüíàß ïðîåêöèß òî÷êè íà ãèïåðïëîñêîñòü.
Âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ãèïåðïëîñêîñòßìè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
6. Ðèìàíîâû ìåòðèêè ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëßõ
ÁåëüòðàìèÊëåéíà, Ïóàíêàðå â øàðå è â îòêðûòîì
ïîëóïðîñòðàíñòâå. Äëèíà îêðóæíîñòè. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
7. Êîîðäèíàòû Ëîáà÷åâñêîãî, Áåëüòðàìè è ïîëßðíûå êîîðäèíàòû
â ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Ýëåìåíò ïëîùàäè â êîîðäèíàòàõ Áåëüòðàìè.
Ïëîùàäü êðóãà è òðåóãîëüíèêà. Ïîëþñ è ïîëßðà. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
8. Îêðóæíîñòü, îðèñôåðà è ýêâèäèñòàíòíàß ïîâåðõíîñòü.
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